Morphismes continus de (S!, x) dans (GL,(R), x)

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Racine de I'unité. Applications.

— 149 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments propres. Ap-
plications.

— 155 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

— 156 : Exponentielle de matrices. Applications.

— 157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

-

Théoréme. Les morphismes continus ¢ de (S, x) vers (GL,(R), x) sont de la forme

Rtk‘l
i R B
p:et = Q 35 | Q!
1
Q€ CQL,(R), r €N, ki,...,k, € Z* ct V0 € R, Ry = ¢ —sinf
avec n(R), 7 sk, kK e Re={0 o)
Preuve :
Analyse :

Soit ¢ : S — GL,(R) un morphisme de groupe continu.

Etape 1 : Montrons qu’il existe A € GL,(R) tel que Vt € R, p(e) = !4 (relévement)

Soit ¥ : t — ¢(e™), ¥ est un morphisme de groupe continu de (R, +) dans (GL,(R), x).

Montrons que 1) est dérivable.
Soit F': x — / Y(t)dt, F € CH(R) car 1 est continue et F'(0) = I, d’ott 1 F(t) e I,.
0 —
Comme GL,(R) est ouvert, 1 F'(¢) est inversible pour ¢ assez petit. Soit a > 0 tel que 2F(a) € GL,(R)

on a F'(a) € GL,(R). En intégrant la relation ¢ (z + t)

(x)3(t) on a

()
xr+a

/Oa¢(x ) dt = ¢(x) /Daw) dt don p(z) = F(a)—l/ b(t) di

T

1



Donc 9 est dérivable, donc en dérivant (), on a ¢'(x +t) = ¢'(t)y(x) et prenant ¢ = 0, on obtient
v =AY
(0

Vo € R,¢'(z) = ¢'(0)y(z). D’ott en posant A = ¢'(0), on a ©0) =I

dou Vt € R, ¢(t) = 4

par caractérisation de ’exponentielle de matrice.

Etape 2 : Montrons que A est diagonalisable sur C.

Comme ) est 2r—périodique, et = etAT2mA = 4274 qop 24 = |,

Or, Sp(e?™) = {e2™ X € Sp(A)} d’ou VA € Sp(4), e>™ =1 et donc A € iZ.
Soit A = D + N la décomposition de Dunford de A dans M,,(C), comme D et N commutent, on a

In — 6271'A — 627rD€27rN

Or, D est diagonalisable avec les mémes valeurs propres que A donc e?™”

propres {e*™ X\ € Sp(A4)} = {1}.

donc ™ =T, et ™V =1,..

Par I'absurde, si N # 0, alors soit X € KerN?\ KerN (# () car 'indice de nilpotence de N est > 1).
Onae™X =X +2rNX # X donc *™ # I,,. Contradiction. D’ou N = 0.

Ainsi, A = D donc A est diagonalisable sur C.

est diagonalisable de valeurs

Etape 3 : Conclusion

A est diagonalisable dans C et ses valeurs propres sont conjugués et a valeurs dans ¢Z, donc il
existe ki,...,k, € Z* et P € GL,(C) tels que A = Pdiag(iky, —iky, ..., ik,, —ik,,0,...,0)P~! d’ou
pour tout t € R,

et = Pdiag(e™* e7 ™ et 7R 1 1P
¢ 0 i 1\, (i1
Or,ona(o 0] =11 Ry 1 il
Donc il existe @ € GL,(C) tel que
Rtkl
R
tA _ thy -1
€ - Q 1 Q

1

Comme les deux matrices sont réelles et semblables dans M,,(C) alors elles sont semblables dans
M., (R) donc on peut choisir @ € M, (R).

Synthese :

Soit ¢ : e > 1(t), p est bien définie car Ry, ne dépend que de ¢ modulo 27. De plus, c’est un
morphisme car Vk € Z, R4y, = Ry Ry et est continue par continuité de cos et sin. ]
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